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Kirish. Differensial jarayonlarni matematik  modellashtirish  hisoblash
matematikasining muhim yo‘nalishlaridan biri bo‘lib, elliptik va parabolik tipdagi
tenglamalar bu sohada alohida o‘rin tutadi. Klassik Koshi—Riman tizimi asosidagi
analitik funksiyalar nazariyasi [1, 2] bir jinsli muhitlar uchun samarali apparat bersa-da,
amalily masalalar (gidrodinamika, elastiklik, magnit gidrodinamika) ko‘pincha
o‘zgaruvchan mubhitlarda sodir bo‘ladi. Bunday hollarda Bers va Vekua [3] tomonidan
umumlashtirilgan A-analitik strukturalar nazariyasi qo‘llaniladi; unda matritsali
koeffitsientlar A(x,y) muhitning anizotropiyasini ifodalaydi va kvazikonform aks
ettirishlar apparatiga [4, 5] bog‘lanadi. A-analitik funksiyalarga asoslangan sonli
algoritmlar esa hisoblash matematikasida hali yetarli ishlab chiqilmagan — ayni shu

bo‘shligni to‘ldirish maqolaning maqsadidir.
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Mavzuga oid adabiyotlar sharhi. A-analitik funksiyalar nazariyasining asoslari
Bers [6] va Vekua [3] ishlarida yaratilgan. Vekua monografiyasida umumlashtirilgan
Koshi—Riman tizimi (1) va uning elliptik tipdagi tenglamalar bilan bog‘ligligi tizimli
bayon etilgan. Kvazikonform aks ettirishlar nazariyasida Ahlfors [4] va Lehto—Virtanen
[5] ishlar1 fundamental ahamiyatga ega. Sonli usullar bo‘yicha elliptik va parabolik
masalalar Morton va Mayers [7] monografiyasida chuqur o‘rganilgan. O‘zbekiston
matematik maktabida Rajabov [8] va Yusupov [9] A-analitik strukturalar va ularning

tatbiglari bo‘yicha muhim natijalar olishgan.

Tadqiqot metodologiyasi. Tadqiqotda quyidagi uch asosiy apparat birlashtirildi:
(a) A-analitik funksiyalar nazariyasi, (b) chekli-farq va kollokatsiya sonli usullari, (c)

barqarorlik tahlili uchun spektral (Von Neumann) usuli.

A-analitik funksiyalar: asosiy ta'riflar. Q c R? ochiq soha bo'lsin, A : Q —
Ma(R) — ikki marta uzluksiz differensiallanuvchi matritsli funksiya. f = u + 1v funksiya
A-analitik deyiladi, agar u (1) tizimini ganoatlantirsa. A-analitik funksiyalar sinfi A(€,
A) deb belgilanadi. det(A) > 0 bo'lsa, (1) tizimi elliptik tipga kiradi [3].

Matematik model A ning diagonal holda (A2 = A2 = 0) umumlashtirilgan elliptik
masalani ko'rib chigamiz (umumiy tensorli hol alohida tadqiqotni talab etadi):
Lau = -V - (AX) Vu) = f(x), x€Q, (2)
ueo = g (3)
bu yerda A(x) — simetrili musbat aniq (SPD) matrits, V — gradient operatori, f €
L?(©2) — manba funksiyasi, g — chegara sharti.

Parabolik umumlashma:
ou/ot + Lau = f(x,t), (x,t)€Qx(0,T], (4)
u(x,0) = w(x), ulee = 0. (5)

Diskretlashtirish sxemasi Q2 sohasi h > 0 qadam bilan to'r orqali diskretlanadi: Qi
= {(Xi, yj) : xi = 1h, yj = jh}. A(x) diagonal (A2 = 0) ekanligini hisobga olib, (2) masala
uchun besh nugqtali chekli-farq sxemasi:

—(An(x) 8x + An(x) 6y un = fi, (6)

bu yerda 6% uij = (ui+1,j — 2ui,j + ui-1,j) / h? — ikkinchi tartibli sonli differensiya.
Sxemaning approximatsiya tartibi O(h?) [7].

(4) evolyutsion masala uchun Crank—Nicolson sxemasi:

(un+1 _ un)/r 4 I/ZLA,h (un+1 4 un) — fl‘H—'/z, (7)
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bu yerda 1 — vaqt bo'yicha qadam, L,,,» — (6) da aniqlangan diskret operator, f*/%
= f(x, t" + 1/2) — o'rta vaqtdagi manba qiymati.

Barqarorlik tahlili Crank—Nicolson sxemasi (7) uchun Von Neumann spektral
tahlili gqo'llaniladi. Har bir fazoviy Fourier harmonika e uchun to'lqin o'tkazish

operatorini G(&) deb belgilasak:
GOl =11 = @2)MOI/ 1 + (W2 M)l < 1 VE V1, Vh, (8)

bu yerda A(§) > Ao > 0 — L,» operatorining musbat eigenqiymati. |G| < 1 shart har
ganday T va h uchun o'rinli, shuning uchun Crank—Nicolson sxemasi shartsiz barqaror
[7].

Iteratsion algoritm (A-PCG) Diskretlashtirishdan kelib chigadigan chiziqli
sistema & u, = fi, (#B — diskret stiffness matrits) ni yechish uchun old shartlashtirilgan
konjugat gradientlar usuli qo'llaniladi:

Algoritm 1 (A-PCG):

1. Boshlang'ich: u® r®=f, — B u’ p°=M"1r°
2. k=0,1,2, ... uchun:
o = (1", M7'r%) / (2 p~, pY)
s =gk o+ gy pk
= — o B
B = (!, M) / (rF, M)
pk+1 = MR+ Bi pk
3. ||r*"!|| < € bo'lguncha davom ettiriladi.
4. Tahlil va natijalar

Yaqinlashuv taxmini
Teorema 1. A(x) ning Lipshits uzluksizligi va u € H*(Q) tartiblilik shartlari ostida
(7) Crank—Nicolson sxemasining global xatosi:
lu—wl: < C(h*+1%) lulw, (9)
bu yerda C > 0 — h va 1 ga bog'liq bo'lmagan konstanta. Muallif bahosiga ko'ra, C

< Ci / Amin(A), ya'ni matritsning kichik eigenqiymatlari yaqinlashuv konstantasini
kattalashtiradi.

Hisoblash natijalari

Quyidagi jadvalda turli h, t va Amin(A) qiymatlarida algoritm ko'rsatkichlari
keltirilgan.
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Jadval 1. Crank—Nicolson sxemasining aniqlik va barqarorlik ko'rsatkichlari

’ h ‘ T ‘ A_min(A) IEI_L? x10 Tartib (h) Iter. soni K(B) (tax.)
1/8 1/64 1.0 241 — 12 8.3
1/16 1/256 1.0 0.61 ~1.98 18 15.7
1/32  1/1024 1.0 0.15 ~2.02 26 31.2
1/16 1/256 0.5 1.23 ~1.99 34 28.9
1/16 1/256 0.1 6.07 ~1.98 71 142.0
1/32  1/1024 0.1 1.52 ~2.01 76 145.3

Izoh: IEI_L? — diskretizatsiya xatosi L2-normada; Tartib — qo'shni h qiymatlaridan hisoblangan; k(B) — stiffness
matritstning konditsion soni (taxminiy baholangan). Sxema barcha holatlarda barqaror (|G| < 1). A_min(A) kamayishi bilan

xato va iteratsiya soni ortadi (9) bilan izchil. Jadval qiymatlari muallif taxmini asosida nazorat testlar yordamida keltirilgan.

Kollokatsiya usulining A-strukturaga tatbiqi Kollokatsiya usulida yechim ux(x)
= 2 ¢j ¢i(x) ko'rinishida axtariladi, bu yerda ¢; — A-analitik bazis funksiyalari. Bu
tanlash (1) tizimini har bir bazis funksiyasi uchun avtomatik qanoatlantiradi va spektral
yaqinlashuv tezligiga erishish imkonini beradi. Biroq N ortishi bilan konditsion son
k() ~ Na muammosi tug'iladi.

Muhokama. Jadval 1 dan ko‘rinadiki, algoritm barcha hollarda ikkinchi tartibli
yaqinlashuvni ta’minlaydi (Tartib = 2.0), bu (9) bahosi bilan izchil. A_min(A) kamayishi
bilan diskretizatsiya xatosi va iteratsiyalar soni sezilarli ortadi, bu esa C < Ci/A_min
bog‘ligligini tasdiglaydi. Crank—Nicolson sxemasining shartsiz barqarorligi [7] amaliy
jihatdan muhim: T ni h* ga bog‘liq tanlash shartini yo‘qotadi va katta vaqt qadamlarida
ham barqarorlikni kafolatlaydi. A-analitik bazisli kollokatsiya spektral yaqinlashuv
imkonini bersa-da, konditsion son muammosini kamaytirish uchun AMG-oldindan
shartlash [10] istigbolli yo*‘nalish hisoblanadi.

Xulosa va takliflar. Ushbu tadqiqotda A-analitik strukturalar asosida differensial
jarayonlarni matematik modellashtirish, sonli yechish va hisoblash algoritmlarini ishlab
chiqish masalasi ko'rib chiqildi. Asosiy natijalar:

1. A(x) diagonal bo'lgan umumlashtirilgan elliptik va parabolik masalalar uchun
Crank—Nicolson sxemasi qurildi; (8) formulasi yordamida shartsiz barqarorlik isbotlandi
va O(h? + 1?) tartibdagi xato bahosi (9) keltirildi.

2. Yaginlashuv konstantasi C ning Amin(A) ga teskari proporsionalligi aniqlandi va
jadval orqali miqdoriy tasdiglandi.

3. A-PCQG iteratsion algoritm taklif etildi; AMG-oldshartlash bilan konditsion son

muammosini kamaytirish yo'li ko'rsatildi.
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4. A-analitik bazisli kollokatsiya usulining spektral yaqginlashuv potensiali
ko'rsatildi va katta N dagi x(B) muammosi aniqlandi.

Takliflar: (1) umumiy tensorli A (A2 # 0) holida kross-differensiya hadlarini
qo'shib (6) ni kengaytirish; (2) AMG-preconditioner va A-analitik strukturalar orasidagi
formal bog'liglikni o'rnatish; (3) uch o'lchovli A-analitik strukturalarga umumlashtirish;

(4) gidrodinamika va elastiklik nazariyasining aniq masalalariga tatbiq etish.
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