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Сходимость последовательных приближений к 

интегрофункциональным уравнениям Вольтерра в пространстве 

интегрируемых функций 

           Аннотация: В данной работе исследуется сходимость 

последовательных приближений для решения интегрофункционального 

уравнения Вольтерра в пространстве интегрируемых функций. 

Рассматривается уравнение вида (1), для которого строятся 

последовательные приближения (2). Доказывается теорема, обеспечивающая 

равномерную сходимость этих приближений к единственному решению 

уравнения при выполнении определенных условий на функции F(t,x,y) и 

K(t,s,x). Приводится доказательство неравенства (4), подтверждающего 

сходимость. В качестве частного случая рассматривается уравнение 

Вольтерра и показывается, что приближения также сходятся к 

единственному решению с определенной скоростью. 

           Ключевые слова: сходимость, интегрофункциональные уравнения, 

уравнение Вольтерра, последовательные приближения, пространство 

интегрируемых функций. 
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Convergence of consecutive approximations to integumental Volterra 

equations in the space of integrable functions 

 

           Resume: This paper investigates the convergence of successive 

approximations for solving the Volterra integro-functional equation in the space of 

integrable functions. The equation of type (1) is considered, for which successive 

approximations (2) are constructed. A theorem is proven that ensures the uniform 

convergence of these approximations to the unique solution of the equation, 

provided certain conditions on the functions F(t,x,y) and K(t,s,x) are met. The 

inequality (4) confirming the convergence is demonstrated. As a special case, the 

Volterra equation is examined, showing that the approximations converge to the 

unique solution at a specific rate 

           Keywords: convergence, integro-functional equations, Volterra equation, 

successive approximations, space of integrable functions. 

 

В этой работе рассматривается интегрофункциональное уравнение вида: 

𝑥(𝑡)= 𝐹(𝑡, 𝑥(𝑡)), ∫ 𝐾 (𝑡, 𝑠, 𝑥(𝑠))𝑑𝑠) (0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇)    (1)
𝑡

0

 

Построим последовательные приближения для единственного решения 

интегрофункционального уравнение (1): 
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𝑥𝑛(𝑇) = 𝐹 (𝑡, 𝑥𝑛 (𝑡), ∫ 𝑘
𝑡

0

 (𝑡, 𝑠, 𝑥𝑛−1(𝑠))𝑑𝑠) 𝑛 = 1,2, …  (2) 

к решению интегрофункционального уравнения и анализируем на 

сходимость.  

       Теорема. Пусть, 𝐹(𝑡, 𝑥, 𝑦)(0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇;  𝑥, 𝑦 ∈ ℝ1), 𝐾(𝑡, 𝑠, 𝑥) 

(0 ≤ 𝑡, 𝑠 ≤ 𝑇;  𝑥 ∈ ℝ1) измеримые функции удовлетворяют условию: 

|𝐹(𝑡, 𝑥̅, 𝑦̅) − 𝐹(𝑡, 𝑥, 𝑦)| ≤ 𝐿1|𝑥̅ − 𝑥| + 𝐿2|𝑦̅ − 𝑦| , 

|𝐾(𝑡, 𝑠, 𝑥) − 𝐾(𝑡, 𝑠, 𝑦)| ≤ 𝐿3|𝑥 − 𝑦|     (3) 

где 𝐿𝑖 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 ≥ 0 (𝑖 = 1,2,3) причем 𝐿1 < 1 

Тогда последовательные приближения (2) равномерно на отрезке [0, 𝑇] 

сходятся к единственному решению интегрофункциональному уравнению 

(1), при этом 

‖𝑥𝑛 − 𝑥∗‖ ≤
(

𝐿2𝐿3𝑇
1 − 𝐿1

)
𝑛

𝑛!
‖𝑥0 − 𝑥∗‖, 𝑛 = 1,2, …,    (4) 

где 𝑥∗(𝑡) – единственное решение уравнение (1). 

       Доказательство. Из условиях этой теоремы единственное решение 

интегрофункционального уравнения (1) доказано в работе [1]. 

Для доказательства теоремы достаточно показать неравенство (4). Из (1) и (2) 

с условиями (3) получим: 

|𝑥𝑛(𝑡) − 𝑥∗(𝑡)| = 

= |Φ (𝑡, 𝑥𝑛(𝑡), ∫ 𝐾 (𝑡, 𝑠, 𝑥𝑛−1(𝑠))𝑑𝑠 
𝑡

0

) − Φ (𝑡, 𝑥∗(𝑡), ∫ 𝐾 (𝑡, 𝑠, 𝑥∗(𝑠))𝑑𝑠 
𝑡

0

)| ≤ 

≤ 𝐿1|𝑥𝑛(𝑡) − 𝑥∗(𝑡)| + 𝐿2 |∫ 𝐾 (𝑡, 𝑠, 𝑥𝑛−1(𝑠))𝑑𝑠 − ∫ 𝐾 (𝑡, 𝑠, 𝑥∗(𝑠))𝑑𝑠 
𝑡

0

 
𝑡

0

| ≤ 



________________________________________________________________ 

"Экономика и социум" №10(125) 2024                                      www.iupr.ru 

≤ 𝐿1|𝑥𝑛(𝑡) − 𝑥∗(𝑡)| + 𝐿2𝐿3 ∫|𝑥𝑛−1(𝑠) − 𝑥∗(𝑠)|

𝑡

0

𝑑𝑠, 

|𝑥𝑛(𝑡) − 𝑥∗(𝑡)| ≤ 𝐿1|𝑥𝑛(𝑡) − 𝑥∗(𝑡)| + 𝐿2𝐿3 ∫|𝑥𝑛−1(𝑠) − 𝑥∗(𝑠)|

𝑡

0

𝑑𝑠. 

Из этого неравенства получаем:  

|𝑥𝑛(𝑡) − 𝑥∗(𝑡)| ≤
𝐿2𝐿3

1 − 𝐿1
∫ |𝑥𝑛−1(𝑆) − 𝑥∗(𝑠)|

𝑡

0

𝑑𝑠, 𝑛 = 1,2, …  (5) 

При 𝑛 = 1 из (5) получим:  

|𝑥1(𝑡) − 𝑥∗(𝑡)| ≤
𝐿2𝐿3

1 − 𝐿1
∫ |𝑥0(𝑠) − 𝑥∗(𝑠)|

𝑡

0

𝑑𝑠 ≤
𝐿2𝐿3

1 − 𝐿1

‖𝑥0 − 𝑥∗‖. 

При 𝑛 = 2 получим:  

|𝑥2(𝑡) − 𝑥∗(𝑡)| ≤
𝐿2𝐿3

1 − 𝐿1
∫ |𝑥1(𝑠) − 𝑥∗(𝑠)|

𝑡

0

𝑑𝑠 ≤ (
𝐿2𝐿3

1 − 𝐿1
)

2

‖𝑥0 − 𝑥∗‖𝑡. 

Предположим, что при 𝑛 = 𝑘 верно следующее неравенство: 

|𝑥𝑘(𝑡) − 𝑥∗(𝑡)| ≤ (
𝐿2𝐿3

1 − 𝐿1
)

𝑘

 ‖𝑥0 − 𝑥∗‖
𝑡𝑘−1

(𝑘 − 1)!
. 

При 𝑛 = 𝑘 + 1 из (5) следует: 

|𝑥𝑘+1(𝑡) − 𝑥∗(𝑡)| ≤
𝐿2𝐿3

1 − 𝐿1
∫ |𝑥𝑘(𝑠) − 𝑥∗(𝑠)|

𝑡

0

 𝑑𝑠 ≤ 

≤ (
𝐿2𝐿3

1 − 𝐿1
)

𝑘+1 1

(𝑘 − 1)!
∫ 𝑆𝑘−1 𝑑𝑆

𝑡

0

= (
𝐿2𝐿3

1 − 𝐿1
)𝑘+1

𝑡𝑘

𝑘!
. 

 

Используя метод математической индукции для любого натурального n 

верно неравенство: 
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|𝑥𝑛(𝑡) − 𝑥∗(𝑡)| ≤
(

𝐿2𝐿3

1 − 𝐿1
)

𝑛

𝑡𝑛−1

(𝑛 − 1)!
‖𝑥0 − 𝑥∗‖, 𝑛 = 1,2, …  .  

Применяя в пространстве 𝐿⌈0, 𝑇⌉ норму ‖𝑥‖ = ∫ |𝑥(𝑡)| 𝑑𝑡
𝑡

0
, получим: 

‖𝑥𝑛 − 𝑥∗‖ = ∫ |𝑥𝑛(𝑆) − 𝑥∗(𝑠)|𝑑𝑠 ≤
𝑡

0

(
𝐿2𝐿3

1 − 𝐿1
)

𝑛

(𝑛 − 1)!
‖𝑥0 − 𝑥∗‖ ∫ 𝑠𝑛−1 𝑑𝑆

𝑡

0

= 

=
(

𝐿2𝐿3
1−𝐿1

𝑡)
𝑛

𝑛!
‖𝑥0 − 𝑥∗‖. 

Из этого неравенство следует неравенство (4). 

       Теперь рассмотрим частный случай уравнение (1), уравнение Вольтерра: 

𝑥(𝑡) = 𝑥0(𝑡) + ∫ 𝐾(𝑡, 𝑠, 𝑥(𝑠))𝑑𝑠
𝑡

0

 (6) 

На условиях доказанной теоремы приближения: 

𝑥𝑛(𝑡) = 𝑥0(𝑡)+ ∫ 𝐾(𝑡, 𝑠, 𝑥𝑛−1(𝑠))𝑑𝑠
𝑡

0

, 𝑛 = 1,2, … 

сходятся к единственному решению уравнения Вольтерры (6) на 

пространстве 𝐿[0, 𝑇] со скоростью: 

‖𝑥𝑛 − 𝑥∗‖ ≤
(𝐿3𝑇)𝑛

𝑛!
||𝑥0 − 𝑥∗|| 
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