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Аннотация: В данной работе построена функция Карлемана для 

бигармонических функций заданные в области       𝐷 = {𝑦: 𝑦 = (𝑦1, 𝑦2), −∞ <

𝑦1 < ∞, 0 < 𝑦2 <
𝜋

𝜌
, 𝜌 > 0} функций заданных в двумерном пространстве. 
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Annotation: In this article we consider Carlеman’s function, to find   integral 

representation for the biharmonic functions(Δ2u(y) = 0) defined in unbounded 

domain 𝐷 = {𝑦: 𝑦 = (𝑦1, 𝑦2), −∞ < 𝑦1 < ∞, 0 < 𝑦2 <
𝜋

𝜌
, 𝜌 > 0} of two 

dimensional Euclidean space. 
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Шароф Ярмухамедов занимался исследованием классической 

интегральной формулы Грина для гармонических функций в неограниченной 
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пространственных областях. Задача заключалась в получении формулы 

Грина для растущих гармонических функций. Здесь вместо классического 

фундаментального решения уравнения Лапласа надо было построить новое 

фундаментальное решение, которое достаточно хорошо убывает на бесконеч- 

ности. Ш.Ярмухамедовым было построено требуемое фундаментальное 

решение в явном виде, которое выражается через целой функции 

комплексного переменного. Им получена интегральная формула Грина в 

неограниченной области в классе растущих гармонических функций. В этом 

направлении им было установлено теорема типа Фрагмена - Линделефа для 

гармонических функций.  

В этой работе используя ядро Ярмухамедова получая интегральное 

представление для неё получаем оценку роста функции внутри области т.е 

теоремы типа Фрагмена – Линделефа. 

Интегральное представление в  𝑅2    для бигармонических функций заданные 

в области 𝐷  которую мы намерены получить, иными словами, по граничным 

значениям функции восстановить ее значения всюду внутри области 

выражает фундаментальное свойство для бигармонических функций. 

Пусть R2 - двухмерное вещественное евклидово пространство,  

x = (x1, x2), x
′ = (x1, 0),  r = |x − y|,  s = |x′ − y′|, α2 = s,  

D = {y: y = (y1, y2), y1 ∈ R, 0 < y2 < h, h =
π

ρ
,  ρ > 0}. 

Функцию  Ф𝜎(𝑦, 𝑥) при 𝑠 > 0, 𝜎 ≥ 0, 𝑎 ≥ 0,  определим:                    

Фσ(y, x) = Cn,m ∫ Im [
exp(σω+ω2)−achiρ1(ω−

h

2
)

ω−x2
] (u2 − s)du

∞

√s
, ω = iu + y2,      (3) 

где  Cn,m = (8πГ2(2))
−1

, можно доказать что эта искомая функция. 

 Теорема 1. Ф𝜎(𝑦, 𝑥) является полигармонической  функцией  порядка  2  

по 𝑦 при    s > 0 и  для этой функции имеет место  
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Ф𝜎(𝑦, 𝑥) = 𝑐0(𝑟
2 𝑙𝑛 𝑟 + 𝐺𝜎(𝑥, 𝑦)), 

где 𝐺𝜎(𝑦, 𝑥) регулярная по переменному у и непрерывно дифференцируемая 

на 𝐷. 

          Доказательство.  

Для того, чтобы получить утверждение теоремы, рассмотрим 

подынтегральное выражение  

𝐽1 = 𝐼𝑚

[
 
 
 
 𝑒𝑥𝑝 (𝜎ω + ω2 − acosρ1 (ω −

h
2))

𝑤 − 𝑥2

]
 
 
 
 

 

         имея ввиду свойства гиперболических функций, получим       

   𝑒𝑥𝑝( 𝜎ω + ω2 − acosρ1 (ω −
h

2
)) = 

= 𝑒𝑥𝑝 [𝜎(𝑖𝑢 + 𝑦2) + (𝑖𝑢 + 𝑦2)
2 − асо𝑠ρ1 (𝑖𝑢 + 𝑦2 −

h

2
)] = 𝑒𝑥𝑝 [𝜎𝑦2 + 𝑦2

2 −

𝑢2 − −𝑎(сℎρ1𝑢) (со𝑠ρ1 (𝑦2 −
h

2
)) +   𝑖 (𝜎𝑢 + 2𝑢𝑦2 − 𝑎(𝑠ℎρ1𝑢) (𝑠𝑖𝑛ρ1 (𝑦2 −

h

2
)))]= 

= 𝑒𝑥𝑝 [𝜎𝑦2 + 𝑦2
2 − 𝑢2 − 𝑎сℎρ1𝑢со𝑠ρ1 (𝑦2 −

h

2
)] 𝑒𝑥𝑝 𝑖 (𝜎𝑢 + 2𝑢𝑦2 −

𝑎𝑠ℎρ1𝑢𝑠𝑖𝑛ρ1 (𝑦2 −
h

2
)) = 𝑒𝑥𝑝 [𝜎𝑦2 + 𝑦2

2 − 𝑢2 − 𝑎сℎρ1𝑢со𝑠ρ1 (𝑦2 −
h

2
)] 

  ( 𝑐𝑜𝑠 (𝜎𝑢 + 2𝑢𝑦2 − 𝑎𝑠ℎρ1𝑢𝑠𝑖𝑛ρ1 (𝑦2 −
h

2
))

+ 𝑖𝑠𝑖𝑛 (𝜎𝑢 + 2𝑢𝑦2 − 𝑎𝑠ℎρ1𝑢𝑠𝑖𝑛ρ1 (𝑦2 −
h

2
)))     
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            𝐴1 = 𝜎𝑦2 + 𝑦2
2 − 𝑢2 − 𝑎сℎρ1𝑢со𝑠ρ1 (𝑦2 −

h

2
) 

𝐴2 = (𝜎𝑢 + 2𝑢𝑦2 − 𝑎𝑠ℎρ1𝑢𝑠𝑖𝑛ρ1 (𝑦2 −
h

2
)) 

 Применяя некоторые свойство комплексных чисел  

                          Im
а+ib

c+id
=

cb−ad

c2−d2
= Im

а+1−1+ib

c+id
 =  

cb−(а+1−1)d

c2−d2
 ,    

получим: 

    Im [
 exp(σω+ω2−acosρ1(ω−

h

2
))

ω−x2
] = Im [

 exp(σω+ω2−acosρ1(ω−
h

2
))−1+1

ω−x2
] = 

= Im[
 exp(σω+ω2−acosρ1(ω−

h

2
))−1

ω−x2
] + Im [

1

ω−x2
]. 

Поэтому     

Фσ(y, x) =  c0 ∫ Im

[
 
 
 
  exp (σω + ω2 − acosρ1 (ω −

h
2)) − 1

ω − x2

]
 
 
 
 

(u2 − s)du
∞

√s

+ c0 ∫ Im[
1

ω − x2
] (u2 − s)du

∞

√s

 

Кроме того разделяя последний интеграл на две части и вычисляя  

∫
u

u2 + (y2 − x2)
2
(u2 − s)du

√1+s

√s

 

u2 + (y2 − x2)
2 = 𝑡,     u2 − s = 𝑡 − r2      

∫
u

u2 + (y2 − x2)
2
(u2 − s)du

√1+s

√s

= ∫
(t − r2)dt

t
=

1+r2

r2

1 − r2 ∫
dt

t
=

1+r2

r2

 

= 1 + 2r2𝑙𝑛𝑟 − r2𝑙𝑛(1 + r2) 
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имеем 

Фσ(y, x) =  c0 ∫ Im

[
 
 
 
  exp (σω + ω2 − acosρ1 (ω −

h
2)) − 1

ω − x2

]
 
 
 
 

(u2 − s)du +
∞

√s

 

+∫ Im[
1

ω − x2
] (u2 − s)du + c0 ∫ Im[

1

ω − x2
] (u2 − s)du

∞

√1+s

√1+s

√s

 

Если обозначим 

Gσ(y, x) = 𝑐0 ∫ Im

[
 
 
 
  exp(σω + ω2 − acosρ1 (ω −

h
2)) − 1

ω − x2

]
 
 
 
 

(u2 − s)du + 1
∞

√s

− r2𝑙𝑛(1 + r2) + c0 ∫ Im[
1

ω − x2
] (u2 − s)du  

∞

√1+s

    

то 

Фσ(y, x) = c0(r
2 ln r + Gσ(y, x)) 

   где 𝐺2(𝑥, 𝑦, 𝜎)-будет в свою очередь гармонической, легко доказать что это 

функция полигармонической  функцией  порядка  2  по  𝑦 при  𝑠 > 0.     

Теперь мы докажем утверждение: 

 Ф𝜎(𝑦, 𝑥) = 𝑐0(𝑟
2 𝑙𝑛 𝑟 + 𝐺1(𝑥, 𝑦, 𝜎))-бигармоническая функция.   

Лемма 1.1.2.   Если  𝜙𝜎(𝑦, 𝑥) гармоническая функция  в 𝑅𝑚 по  переменной 𝑦 

включая и точку  𝑥, то  справедливо равенство    

                                        𝛥𝑟𝑘𝜙𝜎(𝑦, 𝑥) = 𝑟𝑘−2𝜙𝜎,1(𝑦, 𝑥),   где   

               𝜙𝜎,1(𝑦, 𝑥) = 𝑘(𝑚 + 𝑘 − 2)𝜙𝜎(𝑦, 𝑥) + 2𝑘 ∑ (у𝑗 − х𝑗)
𝜕𝜙𝜎(𝑦,𝑥)

𝜕у𝑗

𝑚
𝑗=1  
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функция  тоже является гармонической функцией  в 𝑅𝑚 по переменному  𝑦 

включая и точку  𝑥. 

          Теорема 2.  Для функции Ф𝜎(𝑦, 𝑥), имеет место неравенства: 

|Ф𝜎(𝑦, 𝑥)| ≤ (
1

𝑟
+ 1)

с0

𝑒𝑥𝑝(𝐴)
, 𝐴 = 𝑎сℎαρ1 

Доказательство. 

Фσ(y, x)

= C0 ∫ Im

[
 
 
 
 
 exp(σ(iu + y2) + (iu + y2)

2 − achiρ1 ((iu + y2) −
h
2))

(iu + y2) − x2

]
 
 
 
 
 

(u2
∞

√s

− s)du, 

u2 − s = 𝑟2t,     𝑢du = 𝑟2dt,    du =
𝑟2dt

√𝑟2𝑡+𝑠
 

Фσ(y, x)

= ∫ Im

[
 
 
 
 exp (σ(𝑖√𝑟2𝑡 + 𝑠 + y2) + (𝑖√𝑟2𝑡 + 𝑠 + y2)

2
− aс𝑜𝑠ρ1 (𝑖√𝑟2𝑡 + 𝑠 + y2 −

h
2))

(𝑖√𝑟2𝑡 + 𝑠 + y2 − x2)

]
 
 
 
 

𝑟4tdt

√𝑟2𝑡 + 𝑠

∞

0

, 

 

При                        𝐴1 = 𝜎𝑦2 + 𝑦2
2 − 𝑟2𝑡 − 𝑠 − 𝑎сℎρ1√𝑟2𝑡 + 𝑠со𝑠ρ1 (𝑦2 −

h

2
) 

𝐴2 = ((𝜎 + 2𝑦2)√𝑟2𝑡 + 𝑠 + −𝑎𝑠ℎρ1√𝑟2𝑡 + 𝑠𝑠𝑖𝑛ρ1 (𝑦2 −
h

2
)) 

𝑄 = 𝑒𝑥𝑝(𝜎𝑦2 + 𝑦2
2) 



________________________________________________________________ 

"Экономика и социум" №11(90) 2021                                       www.iupr.ru 

Фσ(y, x)

= ∫ Im

[
 
 
 
 

𝑄(c𝑜𝑠𝐴2 +   𝑖 𝑠𝑖𝑛𝐴2)(y2 − x2 −  𝑖√𝑟2𝑡 + 𝑠)

𝑒𝑥𝑝 (𝑎сℎρ1√𝑟2𝑡 + 𝑠со𝑠ρ1 (𝑦2 −
h
2)) 𝑒𝑥𝑝(𝑟2𝑡 + 𝑠)(y2 − x2 + 𝑖√𝑟2𝑡 + 𝑠)(y2 − x2 −  𝑖√𝑟2𝑡 + 𝑠)

]
 
 
 
 

𝑟4𝑡𝑑𝑡

√𝑟2𝑡 + 𝑠

∞

0

 

Фσ(y, x)

= 𝑟2 ∫
𝑄(y2 − x2)𝑠𝑖𝑛𝐴2 − √𝑟2𝑡 + 𝑠c𝑜𝑠𝐴2

𝑒𝑥𝑝 (𝑎сℎρ1√𝑟2𝑡 + 𝑠со𝑠ρ1 (𝑦2 −
h
2)) (𝑡 + 1)𝑒𝑥𝑝(𝑟2𝑡 + 𝑠)

𝑡𝑑𝑡

√𝑟2𝑡 + 𝑠

∞

0

= 

= 𝑟2 ∫
𝑄(y2 − x2)𝑠𝑖𝑛𝐴2

𝑒𝑥𝑝 (𝑎сℎρ1√𝑟𝑡 + 𝑠со𝑠ρ1 (𝑦2 −
h
2)) 𝑒𝑥𝑝(𝑟2𝑡 + 𝑠)(𝑡 + 1)

𝑡𝑑𝑡

√𝑟2𝑡 + 𝑠

∞

0

    − 

−𝑟2 ∫
𝑄c𝑜𝑠𝐴2

𝑒𝑥𝑝 (𝑎сℎρ1√𝑟2𝑡 + 𝑠со𝑠ρ1 (𝑦2 −
h
2)) (𝑡 + 1)

𝑡𝑑𝑡

𝑒𝑥𝑝(𝑟2𝑡 + 𝑠)

∞

0

 

 

Обозначая  

Ф𝜎(𝑦, 𝑥) = 𝑟2𝐽1
1 − 𝑟2𝐽1

2 

где 

𝐽1
1= ∫

𝑄(y2−x2)𝑠𝑖𝑛𝐴2

𝑒𝑥𝑝(𝑎сℎρ1√𝑟2𝑡+𝑠со𝑠ρ1(𝑦2−
h

2
))𝑒𝑥𝑝(𝑟2𝑡+𝑠)(𝑡+1)

𝑡𝑑𝑡

√𝑟2𝑡+𝑠

∞

0
   

 

𝐽1
2 = ∫

𝑄c𝑜𝑠𝐴2

𝑒𝑥𝑝 (𝑎сℎρ1√𝑟2𝑡 + 𝑠со𝑠ρ1 (𝑦2 −
h
2)) (𝑡 + 1)

𝑡𝑑𝑡

𝑒𝑥𝑝(𝑟2𝑡 + 𝑠)

∞

0

 

𝐴 = 𝜎𝑦2 + 𝑦2
2 − 𝑠 − 𝑎сℎρ1𝛼со𝑠ρ1 (𝑦2 −

h

2
) 
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|𝐽1
1|= ∫ |

1

(𝑡+1)

(y2−x2)√𝑡

√𝑟2𝑡+𝑠

𝑄𝑠𝑖𝑛𝐴2

𝑒𝑥𝑝(𝑎сℎρ1√𝑟2𝑡+𝑠со𝑠ρ1(𝑦2−
h

2
))

|
√𝑡𝑑𝑡

𝑒𝑥𝑝(𝑟2𝑡+𝑠)

∞

0
 ≤

√𝜋

𝑟
2(1+

1
2
)
𝒆𝒙𝒑(𝑨)

  

|𝐽1
1|  ≤

1

𝑟3
 

с0

𝑒𝑥𝑝(𝐴)
 

∫
𝑡
𝑝−

1
2𝑑𝑡

𝑒𝑥𝑝(𝑎𝑡)
=

∞

0

135......(2𝑝−1)

2𝑝

√𝜋

𝑎
𝑝+

1
2

,              ∫
𝒅𝒕

𝒆𝒙𝒑(𝒓𝟐𝒕+𝒔)

∞

𝟎
=

𝒄

𝒓𝟐
 

|𝐽1
2| = ∫ |

| 𝑡

(𝑡 + 1)

𝑄c𝑜𝑠𝐴2

𝑒𝑥𝑝 (𝑎сℎρ1√𝑟2𝑡 + 𝑠со𝑠ρ1 (𝑦2 −
h
2))

|
| 𝑑𝑡

𝑒𝑥𝑝(𝑟2𝑡 + 𝑠)

∞

0

≤
с0

𝑟2 𝒆𝒙𝒑(𝑨)
 

Итак, |Ф𝜎(𝑦, 𝑥)| ≤ (
1

𝑟3
+

1

𝑟2)
𝑟2с0

𝑒𝑥𝑝(𝐴)
= (

1

𝑟
+ 1)

с0

𝑒𝑥𝑝(𝐴)
. 

Вывод: В этой работе используя свойств ядро Ярмухамедова построив 

функцию Карлемана получим интегральное представление т.е интегральная 

формула Грина в неограниченной области в классе растущих 

бигармонических функций. Интегральное представление в 𝑅2  для 

бигармонических функций заданные в области D  которую мы намерены 

получить, иными словами, по граничным значениям функции восстановить 

ее значения всюду внутри области выражает фундаментальное свойство для 

бигармонических функций и для неё получаем оценку роста функции внутри 

области т.е теоремы типа Фрагмена – Линделефа. 
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