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МЕЖСЛОЕВЫЕ СДВИГИ ДВУХСЛОЙНЫХ 
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СТЕКЛОПЛАСТИКА 
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                                          ассистент Ферганский политехнический институт 

 

    Аннотация: В работе рассматривается межслоевые сдвиги двухслойных 

комбинированных плит на основе металла и стеклопластика. Также 

рассматривается влияние поперечного сдвига композитного слоя на 

прочность и деформативность двухслойной комбинированной плиты. 

Также рассматривается междуслоевые сдвиги плиты выполненная на 

основе металла и стеклопластика, отличающихся по толщине и физика 

механическими свойствами. Исследовано влияние НДС таких плит на их 

прочность и деформативность. 

    Ключевые слова: Двухслойная комбинированная плита,равномерно-

распределенная нагрузка, перемещение срединной поверхности, функция 

сдвига, касательные напряжения, прогиб, поперечный сдвиг, прочность, 

податливость клевого шва деформативность, модуль сдвига. 
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    Abstract: The paper considers interlayer shifts of two-layer combined slabs 

based on metal and fiberglass. The influence of the transverse shear of the 

composite layer on the strength and deformability of a two-layer combined slab 

is also considered. We also consider interlayer shifts of a slab made on the basis 
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of metal and fiberglass, which differ in thickness and physico-mechanical 

properties. The influence of the stress-strain state of such plates on their strength 

and deformability has been studied. 

    Key words: Two-layer combined slab, uniformly distributed load, 

displacement of the middle surface, shear function, shear stresses, deflection, 

transverse shear, strength, compliance of the adhesive joint, deformability, shear 

modulus. 

 

 При эксплуатации слоистых плит и оболочек необходимо учитывать 

работу склеивающего шва, так как он позволяет создавать надёжную 

конструкцию в неблагоприятных производственных условиях [1,2,3], 

предохраняя их от нагрева и внешних давлений.  

 В машиностроительных конструкциях встречаются двухслойные 

плиты и оболочки, многослойные цилиндры, комбинированные 

конструкции, созданные на основе металла и композиционных материалов. 

 Продолжим исследования напряженно-деформированного состояние 

плит и оболочек с учетом податливости клеевого шва и различных механи-

ческих характеристик отдельных слоев. Напряженно-деформированное 

состояние комбинированных двухслойных плит с учетом межслоевых 

сдвигов, построенных на основе металла и стеклопластика по уточненной 

теории [3,4,5], позволяет оценить прочность и деформативность с 

достаточной высокой точностью при решении инженерных задач. 

 Рассмотрим соединение двухслойных ортотропных 

комбинированных плит (рис.1), считая, что первый несущий 

(стеклопластиковый ) слой значительно отличается от второго ( 

металлического ) армирующего. 

 Полагаем, что применительно к плитам, рассматриваемым в данном 

случае, справедливы принятые гипотезы по уточненной теории [3,6,7,8]: 

толщины первого и второго слоя постоянные; первый слой значительно 
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мощнее, чем второй. Поэтому примем приближенно е𝑧𝑧 = 0; w=w(x, y). 

Здесь е𝑧𝑧 − относительное удлинение деформации по координате z; 

w−прогиб. 

 Деформации сдвига первого слоя  

 

                            ех𝑧 = 0,5(
ℎ2

4
− 𝛾2)Ф1 + (0,5 −

𝛾

ℎ
)

𝜏1

𝐺(1)
13

 ; 

 

                            ех𝑧 = 0,5(
ℎ2

4
− 𝛾2)Ф2 + (0,5 −

𝛾

ℎ
)

𝜏2

𝐺(2)
23

 .                  (1)   

  

          Деформации сдвига второго слоя 

 

                            е(2)
х𝑧 = ( 0,5 + 

𝛾1

𝛿
 )

𝜏1

𝐺(2)
13

; 

 

                            е(2)
у𝑧 = ( 0,5 + 

𝛾1

𝛿
 )

𝜏2

𝐺(2)
23

,                                            (2) 

где h, δ− толщина слоев стеклопластика и металла;  

      Ф𝑖 =  Ф𝑖(𝑥, 𝑦) −произвольные искомые функции сдвига координат х, у; 

       𝜏𝑖 =  𝜏𝑖(𝑥, 𝑦) − искомые касательные напряжения; 

        𝐺(1)
𝑖𝑘,   𝐺(2)

𝑖𝑘 −модулы сдвигов первого и второго слоя (i=1,2; k=3). 

 Координаты 𝛾 имеют следующие границы изменения;  

для первого слоя −
ℎ

2
≤  𝛾 ≤

ℎ

2
 ; 

для второго слоя −
𝛿

2
≤  𝛾1  ≤

𝛿

2
 . 
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           Рис.1. Соединение двухслойных ортотропных комбинированных 

плит. 

 

 Перемещения стеклопластикового слоя выводим, используя 

соотношения теории упругости [2]: 

                       

                          𝑢(1) =  𝑢0 − 𝛾
𝜕𝑤

𝜕𝑥
+ (

𝛾ℎ2

8
− 

𝛾3

6
) Ф1 + 𝛾(

1

2
−

𝛾

2ℎ
) 

𝜏1

𝐺(1)
13

 ; 

 

                          𝑣(1) =  𝑣0 − 𝛾
𝜕𝑤

𝜕𝑦
+ (

𝛾ℎ2

8
−  

𝛾3

6
) Ф1 + 𝛾(

1

2
−

𝛾

2ℎ
) 

𝜏1

𝐺(1)
13

 .     (3) 

 Аналогично для металлического слоя: 

 

                          𝑢(2) =  𝑢0 − 𝛾1
𝜕𝑤

𝜕𝑥
+ 𝛾1(

1

2
−

𝛾1

2𝛿
) 

𝜏1

𝐺(2)
13

 ; 

 

                          𝑣(2) =  𝑣0 − 𝛾1
𝜕𝑤

𝜕𝑦
+ 𝛾1(

1

2
−

𝛾1

2𝛿
) 

𝜏2

𝐺(2)
23

 .                             (4) 

 

где 𝑢0 =  𝑢0(𝑥, 𝑦), 𝑣0 =  𝑣0(𝑥, 𝑦) −  искомые тангенциальные перемещения 

соответствующей точки серединной поверхности первого слоя. 

 Тангенциальные перемещения 𝑢(1), 𝑢(2), 𝑣(1), 𝑣(0) −  какой-либо 

точки плиты, формулы (3), (4) в отличие от классической теории зависят от 
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𝛾 нелинейно, во втором слое −от 𝛾1линейно. Это связано с различием в 

толщине слоев и с учетом поперечного сдвига в более мощном первом.  

 Соблюдая условия непрерывности перемещений клеевого шва, 

находим связь между перемещениями первого и второго слоя. 

 

                          𝑢ш =  𝑢в
ш − 𝛾

𝜏1

𝐺(1)
ш13

 ; 

                           𝑣ш =  𝑣в
ш − 𝛾

𝜏2

𝐺(1)
ш23

 .                                                     (5) 

 Запишем условия контакта слоев 

 

                   𝑢
ш(𝛾=−

ℎ

2
)

− 𝜏1𝜀ш13 =  𝑢
ш(𝛾1=+

𝛿

2
)
; 

                   𝑣
ш(𝛾=−

ℎ

2
)

− 𝜏2𝜀ш23 =  𝑣
ш(𝛾1=+

𝛿

2
)
;                                                    (6) 

 

где 𝑢в
ш , 𝑣в

ш − перемещения шва при 𝛾 = −
ℎ

2
 ;    𝜀ш𝑖𝑘 =  ℎш/𝐺ш𝑖𝑘; 

       ℎш , 𝐺ш𝑖𝑘 − толщина и модуль сдвига шва. 

 Соблюдая условия (6), после необходимых преобразований 

перемещения второго слоя запищем 

                         

        𝑢(2) =  𝑢0(𝜉2 − 𝛾1)
𝜕𝑤

𝜕𝑥
−

ℎ3

24
Ф1 + [(

𝛾1

2
+

𝛾1
2

2𝛿
)

1

𝐺13
(2) − 𝑆𝐻13] 𝜏1; 

 

        𝑣(2) =  𝑣0(𝜉2 − 𝛾1)
𝜕𝑤

𝜕𝑦
−

ℎ3

24
Ф2 + [(

𝛾1

2
+

𝛾1
2

2𝛿
)

1

𝐺23
(2) − 𝑆𝐻23] 𝜏2.        (7) 

 

 Здесь            

                                               𝜉2 = 0,5( h+ δ ); 

                                          𝜉413 =  
3

8
 (

ℎ

𝐺13
(1) +  

𝛿

𝐺13
(2)); 

                                          𝜉423 =  
3

8
 (

ℎ

𝐺23
(1) +  

𝛿

𝐺23
(2)); 
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                                           S𝐻13 =  𝜉413 + 𝜀ш13; 

                                          S𝐻23 =  𝜉423 + 𝜀ш23. 

Деформации в слоях определяются известными соотношениями Коши 

 

                                       𝜀𝑥
(𝑖) =  

𝜕𝑢(𝑖)

𝜕𝑥
 ; 

                                       𝜀𝑦
(𝑖) =  

𝜕𝑣(𝑖)

𝜕𝑦
 ; 

                                        𝜀𝑥𝑦
(𝑖) =  

𝜕𝑣(𝑖)

𝜕𝑥
+ 

𝜕𝑢(𝑖)

𝜕𝑦
 ,                                             (8) 

 

   Для напряжений в слоях имеем 

 

                                        𝜎𝑥
(𝑖) = В(𝑖)

11𝜀𝑥
(𝑖) +  В(𝑖)

12𝜀𝑦
(𝑖); 

                                        𝜎𝑦
(𝑖) = В(𝑖)

22𝜀𝑦
(𝑖) +  В(𝑖)

12𝜀𝑥
(𝑖); 

                                        𝜏𝑥𝑦
(𝑖) = 𝐺(𝑖)

11𝜀𝑥𝑦
(𝑖);                                                (9) 

где  

 

                                          В(𝑖)
11 =  

Е(𝑖)
1

1−𝜇1𝜇2
 ; 

                                          В(𝑖)
12 =  

𝜇1Е(𝑖)
2

1−𝜇1𝜇2
 ; 

                                          В(𝑖)
22 =  

Е(𝑖)
2

1−𝜇1𝜇2
 ; 

 

                       Е(𝑖)
1, Е(𝑖)

1 − модуль упругости слоев; 

                     𝜇1  и 𝜇2    − коэффициент Пуассона для различных слоев; 

                     i  = 1, 2 – для первого слоя. 
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 Уравнение деформирования плиты получим с помощью 

вариационного принципа, приняв в качестве функционала полную энергию 

плиты. Функционал имеет вид 

                                          u = 
1

2
 ∭ (

𝑠
𝜎(𝑖)

𝑥𝜀𝑥
(𝑖) +  𝜎(𝑖)

𝑦𝜀𝑦
(𝑖) + 𝜏(𝑖)

𝑥𝑦𝜀𝑥𝑦
(𝑖)) + 

 

                                                      + 
1

2
∬ (𝜏1

2𝜀11 + 𝜏2
2𝜀ш23 − 2𝑞𝑤)𝑑𝑠

𝑠
.       (10) 

 

 Используя вариационное уравнение Эйлера, получаем систему 

дифференциальных уравнений четвертого порядка в частных производных 

относительно неизвестных    w,  𝑢0, 𝑣0, Ф1, Ф2, 𝜏1, 𝜏2. Из-за громоздкости 

систему дифференциальных уравнений, коэффициенты и граничные 

условия не приводим.  

 Для исследования влияния межслоевого сдвига берем плиту, 

свободно спертую по контуру. Применяя метод Навье, предположим, что 

плита несет равномерно распределенную нагрузку q. Решением системы 

дифференциаль-ных уравнений равновесия, удовлетворяющей граничным 

условиям, служит двойной тригонометрический ряд. 

 Пример. Рассмотрим прямоугольную квадратную двухслойную плиту 

размером а = b = 1.2 м. Толщина первого и второго слоев соответственно 

 h = 1.5 × 10−2м. Упругие характеристики комбинированных плит приняты 

по работам [3,4]. 

                                 Е1
(1) = 3.05 МПа;      Е2

(1) = 1.88 МПа;    𝜇(1) = 0.18 ; 

 

                                      Е1
(2) = Е2

(2) = 0.21 × 102 МПа;         𝜇(2) = 0.26 ; 

 

    𝐺12
(1) = 0.49 МПа;      𝐺13

(1) = 0.31 МПа; 

 

                  𝐺23
(1) = 0.35 МПа;         𝐺𝑖𝑘

(2) = 81 МПа;     q = 1. 
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 Численные примеры показали, что модуль сдвига и толщина шва 

оказывают большое влияние на прочность и деформативность комбини-

рованных двухслойных плит, если модуль сдвига склеивающего слоя 

значительно меньше модуля сдвига слоев. Если первый мощный слой 

состоит из композиционного материала, то влияние поперечного сдвига  на 

напряженно-деформированное состояние комбинированных плит будет 

больше. 

 Следует заметить, что, чем меньше модуль, тем больше влияние 

податливости шва на деформативность слоистых комбинированных плит. 

Приняв для эпоксидного клея ( 𝐺ш𝑖𝑘 = 0.5 × 10−2МПа ), увидим, что 

увеличение модуля сдвига шва в 10 раз уменьшает напряжение в 

стеклопластиковом слое, что составляет 4.45 % ( 𝜎(1)), а в металлическом 

слое увеличивает его на 10 % . Изменение толщины склеивающего слоя в 

два раза ( с ℎш =  10−4 до 0.5 × 10−4м ) изменяет напряжение в 

стеклопластике по направлению к  х на 4.1 % ( см. рис. 2, 3 ), построенной 

для точки х = 0.5а, у = 0.5b . 
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                                                      Рис. 2. 

 

 

                                                                Рис. 3. 

 Таким образом, чем больше модуль сдвига шва, тем меньше его 

влияние на напряженно-деформированное состояние. 

 Анализ показал, что увеличение толщины склеивающего слоя, 

выполненного из эпоксидного клея К-147 ( 𝐺ш𝑖𝑘 = 0.5 × 10−2МПа ), в 10 раз  

( с 10−4 до 10−3 м)  увеличивает прогиб плиты на 21 % . При большом 

значении  𝐺ш𝑖𝑘 порядка 0.81 × 102 МПа толщина шва на прогибы 

сказывается незначительно ( меньше 1 % ). Установлена закономерность, 

что, чем больше толщина несущего стеклопластикового слоя, тем меньше 

влияние модуля сдвига шва на напряжения и деформативность 

двухслойных комбинирован-ных плит. Прогиб стеклопластиковых плит с 

внешним  металлическим армированием по рассматриваемой теории [2], 

учитывающей межслоевой сдвиг при h = 1.5× 10−2м, 𝛿 = 0.2× 10−2м, ℎш =

 0.5 × 10−3м  

и  𝐺ш𝑖𝑘 = 0.5 × 10−2МПа, меньше на 64.64 % по сравнению с прогибом 

плиты без внешнего армирующего слоя. 
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Установлена закономерность, чем больше толщина несущего металлического 

слоя, тем  меньше влияние модуля  сдвига  шва  на  напряжения  и  

деформированность  двухслойных  комбинированных плит. 

На основании приведенных расчетов можно сделать вывод, что возможно 

увелечение прочности двухслойных  комбинированных плит.с учетом 

сдвигов неметаллического слоя на 18-20% по сравнению с однослойными 

металлическими плитами. 
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