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ANNOTATSIYA: Ushbu magolada matematikaning eng qiziq mavzularidan biri
bo’lgan I-va ll-tur egri chiziq integrallar (geometrik va fizik ma’nolari.) Grin formulasi
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1.1 tur egri chiziq integrali uni hisoblash va xossalari.
Tekislikda biror silliq AB egri chiziq berilgan bo’lib, unda f(x,y) funksiya aniglangan
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0 X
Endi AB egri chizigni A=Ay A1 A, ..., A,=B nugtalar bilan Ai A
(i=0,...,n-1) yoylarga ajratamiz, har bir yoychada ixtiyoriy M; (&;,n i) nugta olib bu nuqgtadagi
f(x,y) funksiyani qiymatini f (i i) deb belgilab quyidagi yig’indini tuzamiz.

Gz_nz_l‘,f(fiaﬂi)ASi (1)

max{As;}=A deb belgilaylik.

Ta’rif: Agar AB egri chiziqda aniqlangan f(x,y) funksiya uchun tuzilgan (1) yig’indi A—0
da AB egri chizigni A, Ai+1 yoylarga bo’lish usuliga va har bir A;j, Aix; yoychada M; (&;i,n
i) nuqtani tanlab olish usuliga bog’liq bo’lmagan limitga ega bo’lsa , bu limitga f(x,y)
funksiyadan AB egri chiziq bo’yicha olingan birinchi tip egri chiziqli integral deyiladi va

n-1
If(X, y)ds deb belgilanadi. Demak. limo = LILQ)Z f(& m)As; = If(X, y)ds
i=0

(AB) i= (AB)
Birinchi tur egri chizigli integralning asosiy xossalari:
1 [feoy)ds=[f(xy)ds

(4B) (BA)

2. [ y)ds=C [ f(x y)ds

(4B)

3. [yt y) =] f (0 y)dsz [ £,(c y)s
(k) (k) (k)

4. Agark=kitk, bolsa, | T(6Y)ds=[ FO6y)ds+ [ f(XY)dS po’ladi.
(k) (k) (kz)
Agar birinchi tur egri chizigli integralda f(x,y)=1 desak , u xolda

I f(x y)ds = IdS =S -egri chizigning uzunligini beradi. Agar f(x,y) funksiyani musbat va
() o)

o’zgaruvchan chiziqli zichlik » = f(x, y)deb garasak, If(X, ¥)ds - integral k-egri
(k)
chizigning massasini ifodalaydi.
Teorema. Agar f(x,y) funksiya, parametrik tenglamasi
x=g¢(t)

y=0,(t )}63’”2“”(“ <t< B) (k) egri chizigda aniglangan va uzluksiz bo’lsa, u xolda
- V2

J. F(X,¥)ds  integral mavjud bo’lib
(k)

B
[royyds=| flo(t).w.()Ne® (t)+w* (t)dt  formula bilan hisoblanadi.

(k) a
Agar fazodagi (k) egri chizigning tenglamasi
X=0,(1),y=9,(1),z=0p;() (t, <t <t,) bo’lsa,
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I f (X! y! Z)dS = JZ. f [(01 (t)’ §02 (t)! ¢3 (0]\/(01'2 (t) + (p2l2 (t) + (03'2 (t)dt bo,ladi-

() L

Misol. Zichligi p= f(x,y,z) =+/2y qonun bilan 0’zgaradigan va fazodagi parametrik

1 1
tenglamasi X=t,y = Etz,t = §t3 (0<t<1) larbilan berilgan egri chizigning massasini

toping.

1 1
M= [ f(xy,2)ds=] pd5=j\/2_yds=f1/2%-t2w/xlz +y" 2 dt= [Vt + thdt =
k k 0 0

(k)
1

1

1% 17 3 1 1|t s 3 1
=—_[ (t2+—j +—d(t2+—j:— ATl Zen(t? + S N 12 +1) | =
2 2 4 2 2 2 8 2
1 3 3+243
==|3J/3-1+>en
8[ 2 3 J

2.1kkinchi tur egri chizigli integral.
Fazoda aniq yo’nalishli silliq (gladkoy) AB egri chiziq berilgan bo’lib, unda P(x,y,z),
Q (x,y,z) va R (x,y,z) funksiyalar aniqlangan bo’lsin odatdagicha bu egri chiziqni A=Ay, Ay,
... An.1, A,=B nugtalar bilan A; Ai;; yoylarga ajratib har bir A; A;.; yoychada ixtiyoriy M(
&,m,,¢;) nugta olib quyidagicha yig’indi tuzamiz.
z
B
A i i Ai+1
/ y
X

E[(fpﬂi JCOAX +Q(& 1, 8)AY; +R(E L7, 'gi)AZ] (2)

AX;,Ay; va Az;lar A; Ai+; yoyning mos ravishda ox,0y, va oz o’qlariga bo’lgan proeksiyasi

max{AX;}=ki,max{Ay;}=X\,, max{Az;}=\s, deylik
Ta’rif. Agar AB da aniglangan P (x,y,z), Q (X,y,z) va R (X,y,z) funksiyalar uchun tuzilgan
(2) integral yig’indi 4, > 0,4, = 0,4; — 0 da AB egri chizigni A; Ai+; yoylarga va har bir
A Aip yoyda ixtiyoriy M (&, 7,,¢;) ,nuqtani tanlab olish usuliga botsliq bo’Imagan limitga
ega bo’lsa bu limitga © (x,y,z), Q (X,y,z) va R (x,y,z) funksiyalardan AB egri chiziq bo’ylab
A dan V ga qgarab olingan ikkinchi tip egri chizigli integral deyiladi va

_[P(x, y,2)dx + IQ(X, y,z)dy + _[R(x, y,2)dz  yoki

AB AB AB

[Py, 2)dx+Q(x,y,2)dy +R(x,,2)dz ko’rinishda yoriladi.
AB
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n-1
Demak ALPdX +Qdy+Rdz = lim '[P Ax; +QAy; + RAz, |

1,—0 1=1
A31—0

Agar (2) integral yig’indini P,Q,R funksiyalarning ixtiyoriy bittasi yoki ixtiyoriy
ikkitasi uchun tuzsak u xolda ikkinchi tip egri chiziqli integralimiz quyidagi ko’rinishlarda
bo’ladi.

Ide+Qdy, dey+ Rdz,_[deJr Rdz, Ide, IQdy, dez
AB AB AB AB AB AB

Agar P(x,y,z), Q (X,y,2), R (X,y,2) funksiyalarni Ekuchning 0X, 0y, 0z o’qlaridagi
proektsiyasi sifatida garasak va AXx, Ay, Az larni AB egri chizigning F kuch tahsir
qilayotgan nuqtasining ko’chishi As ning 0X, oy, 0z o’qlaridagi proeksiyasi sifatida garasak,

N
u xolda ikkinchi tur egri chizigli integral F kuchning butun AB egri chiziq bo’ylab
bajargan ishni beradi, ya’ni A= I Pdy + Qdy +Rdz  bo’ladi.

AB

Ikkinchi tip egri chiziqli integralda integrallash yo’nalishini o’zgartirsak, integral
qiymati 0’z ishorasini o’zgartiradi

JP(X, y,z)dx = —JP(X, y,2)dx chunki Ax; ning ishorasi o’zgaradi.
AB BA

Ikkinchi tip egri chizigli integralning qolgan hossalari esa birinchi tip egri chizigli
integralning xossalari kabi bo’ladi.

N—

2 (t

®, (t

a(

t
<

N—

X
. . . . . . . . y
Teorema. AB egri chizigning tenglamasi parametrik xolda berilgan bo’lib: ,

N—"

R
A
—~ 9

isy

(x,y,2) nugta A dan B ga garab harakat gilsin.
Agar o,(t), @,(t), @5(t), P(xy,2),Q(x.y.2), R(xy.z) funksiyalar AB da uzluksiz va

uzluksiz (011 (t), (P; (t), (0; (t), hosilalarga ega bo’lsa, u xolda deX+ Qdy +Rdz ikkinchi
AB

s
tur egri chizigli integral mavjud va fP(X, y, z)dx =J.[¢1(t), @, (t)o;(t)lpr (t)dt  teng bo’ladi.
AB a

Misol. Agar AB egri chizigning parametrik tenglamasi

X =+/COSt

y =+sint ¢ bo’lsa, szde—YZXdX integralni hisoblang
AB

o<t<Z
2
.. int cost ) ) ) .
Yechimi. dx:—Ldt, dy =—————=dt -bularni va x,y larni berilgan interalga
2-+/cost y 2+/sint y g g
qo’ysak.
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sint
+sint-+/cost -
2\/S|nt 2+/cost

=1.[(coszt+sin2t)dt=1'[dtzz,
2 23 4

Jx ydy — y2xdx = J'(cost -Jsint -

X =acost

Misol. Tenglamasi y = bsint } parametrik ko’rinishda berilgan ellipsning yuzi hisoblansin.

1 1°2F ] ]
S=="|xdy —ydx == ||lacost-bcost +bsint-asint dt =
S [ xdy—y 2![ ]

A
—t)_"(cos2 t +sin®t)dt =absx
0
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