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интегралных уравнений специального вида 

Введение: Изучение интегральных и частично-интегральных уравнений 

занимает центральное место в современном функциональном анализе и 

математической физике, находя применение в краевых задачах и 

спектральной теории операторов. Особую важность представляет класс 

задач о разрешимости однородных систем линейных уравнений с частично-

интегральными операторами, где структура решений определяется 

детерминантами Фредгольма и взаимодействием нескольких спектральных 

параметров. 
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Introduction: The study of integral and partial-integral equations occupies a 

central place in modern functional analysis and mathematical physics, with 

applications ranging from boundary value problems to operator spectral theory. A 
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particularly important class of problems concerns the solvability of homogeneous 

systems of linear equations involving partial-integral operators, where the 

structure of solutions is governed by Fredholm determinants and the interplay of 

multiple spectral parameters. 

Keywords: homogeneous system, partial-integral equations, Fredholm 

determinant, degenerate kernel, L2(a,b) space, solvability, spectral parameters, 

linear integral operators, zero solution, nontrivial solution. 

Расмотрим однородную систему линейных частично- интегралных 

уравнений  вида  

(1)

{
 
 

 
 𝑓0 + 𝜆1 ∫ 𝑎1(𝑡)𝑓1(𝑡)𝑑𝑡 = 0

𝑏

𝑎

𝑓0 + 𝑓1(𝑥) + 𝜆2𝑎2(𝑥) ∫ 𝑎2(𝑡)𝑓1(𝑡)𝑑𝑡 + 𝜆3𝑎3(𝑥) ∫ 𝑎3(𝑡)𝑓2(𝑥, 𝑡)𝑑𝑡
𝑏

𝑎
= 0

𝑏

𝑎

𝑓1(𝑥) + 𝑓2(𝑥, 𝑦) + 𝜆4𝑎4(𝑥) ∫ 𝑎4(𝑡)𝑓2(𝑡, 𝑦)𝑑𝑡 + 𝜆5𝑎5(𝑦) ∫ 𝑎5(𝑡)𝑓2(𝑥, 𝑡)𝑑𝑡
𝑏

𝑎
= 0

𝑏

𝑎

 

где фунции𝑎𝑗(∙) ,   𝑗 = 1,5̅̅ ̅̅    принадлежат пространству  𝐿2[𝑎, 𝑏] 𝑓0 ∈ 𝐶
1, 𝜆𝑖 ,

𝑖 = 1,5̅̅ ̅̅   - числовые параметры; 

𝑓2(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐿2([𝑎, 𝑏]
2), 𝑓1(𝑥) ∈ 𝐿2[𝑎, 𝑏] искомые функции. 

 В этой заметке изучена разрешимост однородной  системы (1)  при 

всех значениях параметров 𝜆𝑖  , 𝑖 = 1,5̅̅ ̅̅   кроме случая  

𝜆𝑖 ≠ 0 , 𝑖 = 1,5̅̅ ̅̅  

 Всюду в далнейшем интеграл понимается по отрезку   [𝑎, 𝑏]. 

 Основными результатами являются следующие. 

Пусть детерминанты 𝐷1(𝜆1) = 1 + 𝜆1 ∫ 𝑎1
2(𝑡)

𝑏

𝑎
𝑑𝑡Фредгольма  [1] ядра 𝑎1(𝑡) 

Теорема 1.Пусть 𝜆1 ≠ 0 , 𝜆2 = 𝜆3 = 𝜆4 = 𝜆5 = 0,тогда    
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а)  если𝐷1(𝜆1) ≠ 0  , то система (1) имеет только нулевое решение: 

     (
𝑓0

𝑓1(𝑥)

𝑓2(𝑥,𝑦)

) = (
0
0
0
) 

б) если  𝐷1(𝜆1) = 0  , то однородная система имеет решение  

   𝑓0 = 𝑓0 ,  𝑓1(𝑥) = 𝑓2(𝑥, 𝑦) = 𝑓0  , 𝑓0 ∈ 𝐶
1  , 𝑓0 ≠ 0  

𝐷2(𝜆2) = 1 + 𝜆2 ∫𝑎2
2(𝑡)𝑑𝑡 детерминант Фредгольма ядро К(𝑥, 𝑡) =

𝑎2(𝑥)𝑎2(𝑡). 

Теорема 2.  Пусть 𝜆2 ≠ 0 , 𝜆1 = 𝜆3 = 𝜆4 = 𝜆5 = 0 . Тогда: 

а) если 𝐷2(𝜆2) = 0   то однородная система (1) имеет решение вида 

      (
𝑓0

𝑓1(𝑥)

𝑓2(𝑥,𝑦)

) = (
0

с𝑎2(𝑥)

−с𝑎2(𝑥)

) 

б) если 𝐷1(𝜆1) ≠ 0 то система имеет  только нулевое решение. 

 Аналогичные результаты как в теореме (2)  получено и в случаях: 

1) 𝜆3 ≠ 0, 𝜆𝑖 = 0 , 𝑖 = 1, 2, 4, 5; 

2) 𝜆4 ≠ 0, 𝜆𝑖 = 0 , 𝑖 = 4; 

3) 𝜆5 ≠ 0,  𝜆𝑖 = 0 , 𝑖 = 5; 

Теорема 3.  Пусть 𝜆1 ≠ 0 , 𝜆2 ≠ 0 , 𝜆3 = 𝜆4 = 𝜆5 = 0  и Тогда : 

а) если 𝐷1(𝜆1) ≠ 0 , то  

 1)  при ∫𝑎1(𝑡)𝑎2(𝑡)𝑑𝑡 = 0имеет решение вида    𝑓0 = 0  ,𝑓1(𝑥) =

−𝜆2с𝑎2(𝑥) , 𝑓2(𝑥, 𝑦) = 𝜆2с𝑎2(𝑥)   где с – произволная  постоянная,  

 2)  при    ∫𝑎1(𝑡)𝑎2(𝑡)𝑑𝑡 ≠ 0   однородная система (1)  имеет решение 

вида  

𝑓0 = 𝐴(𝑎1, 𝑎2) ,𝑓1(𝑥) = −𝑐1 − 𝜆2с2𝑎2(𝑥) , 𝑓2(𝑥, 𝑦) = 𝑐1 + 𝜆2с2𝑎2(𝑥) 
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где𝐴(𝑎1, 𝑎2) =
с𝜆1𝜆2 ∫𝑎1(𝑡)𝑎2(𝑡)𝑑𝑡

𝐷1(𝜆1)
= сˊ. 𝑐1 , с2 , сˊ    постоянные. 

б) если 𝐷1(𝜆1) = 0 ,     то   

 1)  при  ∫𝑎1(𝑡)𝑎2(𝑡)𝑑𝑡 = 0 система (1) имеет решение вида  

 𝑓0 = 𝑐1 , 𝑓1(𝑥) = −𝑐1 − 𝜆2с2𝑎2(𝑥) , 𝑓2(𝑥, 𝑦) = 𝑐1 + 𝜆2с2𝑎2(𝑥) 

где𝑐1 , с2 − константы; 

 2) при  ∫𝑎1(𝑡)𝑎2(𝑡)𝑑𝑡 ≠ 0 однородная система (1)  имеет решение 

вида 

𝑓0 = 𝑐2 , 𝑓1(𝑥) = −𝑐2 − 𝑐𝑎2(𝑥) , 𝑓2(𝑥, 𝑦) = 𝑐2 + 𝑐𝑎2(𝑥)где с- постоянная.  

Отметим, что в случаях когда двое из параметров отличны от нуля, а 

остальные равны нулю имеют аналогичные теоремы. 

 Теперь пусть D(𝜆1 , 𝜆2 , 𝜆3) = 1 − ∫[∑ 𝜆𝑘𝑎𝑘
23

𝑘=1 (𝑡)]𝑑𝑡 детерминанти 

Фредгольма ядро 𝑘(𝑥, 𝑡) = ∑ 𝜆𝑘𝑎𝑘
3
𝑘=1 (𝑥)𝑎𝑘(𝑡). 

Теорема 4.Пусть 𝜆1 ≠ 0 , 𝜆2 ≠ 0 , 𝜆3 ≠ 0, 𝜆4 = 𝜆5 = 0   Тогда: 

а)  еслиD(𝜆1 , 𝜆2 , 𝜆3)≠ 0,  то система (1)  имеет решение вида 𝑓0 =

𝜆∑ 𝑐𝑘𝜆𝑘
2 ∫𝑎𝑘

2(𝑡) 𝑑𝑡 = 𝑐3
𝑘=1 , 𝑓1(𝑥) = ∑ 𝜆𝑖𝑐𝑖𝑎𝑖

3
𝑖=1 (𝑥) , 𝑓2(𝑥, 𝑦) =

−∑ 𝜆𝑖𝑐𝑖𝑎𝑖
3
𝑖=1 (𝑥) 

б) если D(𝜆1, 𝜆2 , 𝜆3)= 0 ,  то  система (1) имеет только нулевое решение. 

Аналогичные теоремы можно сформулировать и при остальных 

случаях когда трое из параметров отличны от нуля и остальные равны 

нулю.1 

Теорема 5.      Пусть       𝜆𝑖 ≠ 0,    𝑖 = 1,4̅̅ ̅̅  ,   𝜆5 = 0      и    

 
1 Kholyorov Erkin, Turayev Dilmurod, Buriyev Javokhir (2024). Numerical solution of boundary inverse problem 
for fluid relaxation filtration in porous media. AIP Conference Proceedings, https://doi.org/10.1063/5.0241626 
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𝐷4(𝜆4) = 1 + 𝜆4 ∫𝑎4
2(𝑡)𝑑𝑡 ≠ 0    Тогда: 

а)  если D(𝜆ˊ1 , 𝜆ˊ2 , 𝜆ˊ3)=1+∑ 𝜆𝑗
2 ∫𝑎𝑗

2(𝑡) 𝑑𝑡 = 03
𝑗=1  , то система (1) имеет 

решение вида 𝑓0 = 𝑐2 , 𝑓1(𝑥) = 𝐴1(𝑥) , 𝑓2(𝑥, 𝑦) = 𝐵1(𝑥)  ,  где  

  𝑐 = −𝜆1 ∑ 𝜆ˊ𝑖𝑐𝑖 ∫𝑎𝑖 (𝑡)𝑎ˊ𝑖(𝑡)𝑑𝑡
3
𝑖=1   , 𝐴1(𝑥) = ∑ 𝜆 𝑗́𝑎̂𝑗

3
𝑗=1 (𝑥)𝑐𝑗 ,   

𝐵1(𝑥) =
𝜆4𝑎4(𝑥)

𝐷4(𝜆4)
∑𝜆ˊ𝑖𝑐𝑖∫𝑎4(𝑡) 𝑎̂𝑖(𝑡)𝑑𝑡

3

𝑖=1

; 

б) если   D(𝜆ˊ1 , 𝜆ˊ2 , 𝜆ˊ3)≠ 0   , то система (1) имеет только нулевое решение. 
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